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•  Mo,va,on:	
  
-  High-­‐energy	
  DT	
  ions	
  are	
  less	
  collisional	
  νcoll∼v-­‐3,	
  have	
  longer	
  collisional-­‐

mean-­‐free	
  paths	
  lmfp~v4,	
  spa,ally	
  diffuse	
  faster	
  	
  Dz~v5	
  ,	
  and	
  thus	
  are	
  
preferen,ally	
  lost	
  to	
  absorbing	
  boundaries	
  (Knudsen-­‐Layer	
  effect)	
  

-  Given	
  that	
  the	
  D-­‐T	
  fusion	
  cross-­‐sec,on	
  increases	
  with	
  energy	
  up	
  to	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
~70	
  keV,	
  do	
  KL	
  effects	
  degrade	
  iner/al	
  fusion	
  reac/on	
  rates?	
  	
  

•  1Dx-­‐3Dv	
  slab	
  PIC	
  simula,ons	
  are	
  used	
  to	
  study	
  KL	
  effects	
  for	
  condi,ons	
  relevant	
  
to	
  iner,al	
  fusion	
  

	
  
	
  
	
  
•  Our	
  simula/ons	
  show	
  that	
  flow	
  &	
  endloss	
  effects	
  are	
  dominant,	
  and	
  KL	
  effects	
  

on	
  the	
  tail	
  of	
  the	
  velocity	
  distribu/on	
  are	
  sub-­‐dominant	
  in	
  affec/ng	
  fusion	
  
reac/on	
  rates	
  for	
  the	
  condi/ons	
  studied	
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1D	
  Par/cle	
  Simula/ons	
  of	
  Knudsen-­‐Layer	
  (KL)	
  
	
  Effects	
  on	
  D-­‐T	
  Fusion	
  	
  	
  

•  1Dx-­‐3Dv	
  slab	
  PIC	
  simula,ons	
  with	
  ICEPIC	
  are	
  used	
  to	
  study	
  KL	
  effects	
  
-  solves	
  fully	
  nonlinear	
  collisional	
  kine,c	
  equa,on	
  for	
  f(z,vx,vy,vz)	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  with	
  Takizuka-­‐Abe-­‐Nanbu	
  Coulomb	
  collisions	
  
-  fluid	
  electrons	
  and	
  ambipolar	
  fields	
  (electric	
  fields	
  have	
  li`le	
  effect)	
  
-  Bosch-­‐Hale	
  kine,c	
  and	
  Maxwellian	
  fusion	
  computa,ons	
  
-  absorbing	
  b.c.	
  and	
  explicit	
  kine,c	
  plasma	
  source	
  at	
  	
  z=0	
  
-  par,ally	
  or	
  fully	
  absorbing	
  b.c.	
  at	
  z=L	
  

•  Verifica,on	
  and	
  convergence	
  of	
  collision	
  and	
  fusion	
  rou,nes	
  
•  Base	
  case	
  and	
  matrix	
  of	
  simula,ons	
  
•  PIC	
  and	
  simplified	
  1D	
  hydro	
  simula,ons	
  obtain	
  qualita,vely	
  similar	
  results	
  
	
  
•  KL	
  effects	
  modify	
  velocity	
  distribu/ons	
  (loss	
  of	
  highest	
  axial	
  energy	
  ions)	
  but	
  

have	
  liKle	
  influence	
  on	
  fusion	
  rates	
  for	
  the	
  condi/ons	
  in	
  our	
  simula/on	
  if	
  you	
  
accurately	
  calculate	
  the	
  overall	
  cooling	
  and	
  loss	
  of	
  plasma	
  density	
  

∂fs
∂t
+ v ⋅∇x fs + a ⋅∇v fs =C fs, fs( )+C fs, fs '( )
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•  Collision	
  algorithms	
  
–  Inter-­‐species	
  and	
  intra-­‐species	
  collision	
  rou,nes	
  in	
  ICEPIC	
  have	
  been	
  

documented	
  in	
  B.	
  I.	
  Cohen,	
  A.	
  M.	
  Dimits,	
  A.	
  Friedman,	
  and	
  R.	
  E.	
  Caflisch,	
  
IEEE	
  Trans.	
  Plasma	
  Sci.	
  38,	
  Issue	
  9	
  Part	
  1,	
  2394	
  2010,	
  which	
  provides	
  
guidance	
  on	
  Δt,	
  	
  νcollΔt	
  ~O(1)x10-­‐2	
  for	
  good	
  accuracy.	
  There	
  is	
  no	
  
simplifica,on	
  of	
  the	
  collision	
  operator.	
  

–  Verified	
  on	
  test	
  cases:	
  preserve	
  a	
  Maxwellian,	
  momentum/energy	
  
conserva,on	
  in	
  binary	
  collisions,	
  relaxa,on	
  rates	
  of	
  (i)	
  weak	
  
temperature	
  anisotropy	
  and	
  (ii)	
  rela,ve	
  drii,	
  …	
  

•  Implementa/on	
  of	
  Bosch-­‐Hale	
  fusion	
  cross	
  sec/ons	
  
–  Based	
  on	
  H.-­‐S.	
  Bosch,	
  G.	
  M.	
  Hale,	
  Nuc.	
  Fusion	
  32,	
  611	
  (1992)	
  :	
  <σv>	
  

thermal	
  Eqs.(12-­‐14)	
  and	
  σ	
  kine,c	
  Eqs.(8-­‐9)+Table	
  IV	
  
–  Verifica/on	
  of	
  D(t,n)α	
  computa,on	
  in	
  code	
  vs.	
  Bosch	
  and	
  Hale	
  tables	
  	
  	
  
–  Convergence	
  wrt	
  par,cle	
  sta,s,cs	
  	
  	
  è	
  104	
  ions	
  per	
  species	
  per	
  cell	
  

reduces	
  error	
  to	
  <	
  0.5%	
  in	
  kine,c	
  fusion	
  rate	
  recovering	
  Maxwellian	
  rate	
  

PIC	
  Simula/on	
  Methodology	
  	
  -­‐	
  Verifica/on	
  and	
  Convergence	
  of	
  
Collision	
  and	
  Fusion	
  Computa/ons	
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Typical	
  Results	
  from	
  1D	
  PIC	
  Simula/on	
  of	
  	
  
Knudsen-­‐Layer	
  (KL)	
  Effects	
  on	
  D-­‐T	
  Fusion	
  	
  –	
  Base	
  Case	
  

•  Kn=lmfp/L=0.1,	
  T0=9keV,	
  n0=1x1024cm-­‐3	
  (D	
  
&	
  T),	
  104	
  par,cles/cell	
  per	
  ion	
  species,	
  
L=3	
  micron,	
  100	
  cells,	
  30	
  ps,	
  νcollt~60	
  

•  Steady	
  flow	
  increasing	
  from	
  source	
  to	
  
sink	
  at	
  z=L,	
  cooling	
  due	
  to	
  flow	
  gradient	
  
and	
  end	
  loss;	
  axial	
  gradients	
  in	
  Tz,⊥,	
  ion	
  
densi,es,	
  and	
  fusion	
  reduc/on;	
  
anisotropy	
  of	
  f(vz,v⊥)	
  and	
  Tz,⊥;	
  and	
  KL	
  
effects:	
  deple,on	
  of	
  velocity	
  tail	
  	
  in	
  vz.	
  

1D	
  par/cle	
  simula/on	
  

@	
  30ps	
  

Simplified	
  1D	
  
hydro	
  simula/on	
  (single	
  	
  
species	
  ion	
  fluid,	
  scalar	
  	
  
pressure,	
  no	
  thermal	
  	
  
conduc,on)	
  
obtains	
  qualita/vely	
  
similar	
  results	
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1D	
  PIC	
  Simula/on	
  of	
  Knudsen-­‐Layer	
  (KL)	
  
	
  Effects	
  on	
  D-­‐T	
  Fusion	
  –	
  Base	
  Case	
  

•  Flow	
  and	
  end	
  loss	
  produce	
  density	
  and	
  temperature	
  gradients	
  that	
  decrease	
  n,	
  
T,	
  and	
  fusion	
  reac/vity	
  across	
  the	
  domain	
  and	
  rela,ve	
  to	
  t=0	
  fusion	
  rates	
  :	
   	
  	
  	
  	
  	
  
Tz	
  <	
  T⊥	
  and	
  Tz,T⊥	
  <	
  Tsource=9	
  keV	
  and	
  n(z)	
  <	
  n0=1x1024	
  cm-­‐3	
  è	
  Not	
  a	
  K-­‐L	
  effect!	
  

•  For	
  T=9	
  keV,	
  εGamow	
  peak/T~3.2;	
  	
  f(vz,v⊥)	
  is	
  colder	
  and	
  remains	
  close	
  to	
  a	
  
Maxwellian	
  near	
  the	
  Gamow	
  energy	
  where	
  the	
  fusion	
  is	
  maximized.	
  	
  The	
  	
  	
  
kine/c	
  and	
  Maxwellian	
  fusion	
  rates	
  using	
  the	
  local	
  n	
  and	
  local	
  temperature	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
T2=1/3	
  [<vz2>-­‐<vz>2+<vx2>+<vy2>]	
  agree	
  to	
  within	
  ~10%.	
  

•  T1	
  =	
  ini,al/source	
  
temperature	
  

•  T2=	
  local	
  
temperature	
  

•  T2<	
  T1	
  
•  Fusion	
  rate	
  =	
  fusions	
  
per	
  1	
  ps	
  per	
  cell	
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Z=0.9L	
  

1D	
  PIC	
  Simula/on	
  of	
  Knudsen-­‐Layer	
  (KL)	
  
	
  Effects	
  on	
  D-­‐T	
  Fusion	
  –	
  Base	
  Case	
  

2εG/3T

-­‐-­‐-­‐	
  
é	
  

4εG/3T

é	
  
-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐-­‐	
  

Deuterium	
  velocity	
  distribu/ons	
  

•  F(Vz)	
  acquires	
  	
  a	
  drii	
  and	
  cools	
  more	
  than	
  does	
  F(V⏊)	
  

•  F(Vz)	
  loses	
  tail	
  ions	
  forming	
  a	
  KL	
  distribu,on	
  

•  F(Vz,	
  V⏊)	
  is	
  close	
  to	
  Maxwellian	
  around	
  Gamow	
  peak	
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1D	
  PIC	
  Simula/on	
  of	
  Knudsen-­‐Layer	
  (KL)	
  
	
  Effects	
  on	
  D-­‐T	
  Fusion	
  –	
  Matrix	
  of	
  Simula/ons	
  

•  Suite	
  of	
  simula,ons	
  varying	
  plasma	
  and	
  boundary	
  condi,ons	
  yields	
  consistent	
  results	
  
	
  
•  Bosch-­‐Hale	
  kine,c	
  fusion	
  rate	
  in	
  the	
  simula,ons	
  is	
  reduced	
  45-­‐70%	
  below	
  the	
  Maxwellian	
  

rate	
  using	
  the	
  local	
  density	
  and	
  the	
  ini,al/source	
  temperature	
  T1	
  è	
  not	
  a	
  KL	
  effect!	
  
	
  
•  The	
  kine,c	
  and	
  Maxwellian	
  fusion	
  rates	
  agree	
  within	
  ~±10%	
  using	
  the	
  local	
  density	
  and	
  

local	
  temperature	
  	
  T2=1/3	
  m[<vz2>-­‐<vz>2+<vx2>+<vz2>]	
  

	
  +	
  kine,c	
  fusion	
  rate	
  
	
  x	
  thermal	
  Maxwellian	
  fusion	
  rate	
  	
  
	
  	
  	
  	
  using	
  local	
  n	
  and	
  T2	
  
	
  *	
  thermal	
  Maxwellian	
  fusion	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  rate	
  using	
  local	
  n	
  and	
  ini,al/source	
  T1	
  

Results	
  from	
  suite	
  of	
  simula,ons	
  

T1	
  (keV)	
  =	
  [2,	
  4,	
  9,	
  12]	
  	
  &	
  3	
  µm	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  9	
  keV	
  &	
  1.5	
  µm	
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1D	
  PIC	
  Simula/on	
  of	
  Knudsen-­‐Layer	
  (KL)	
  Effects	
  on	
  D-­‐T	
  Fusion	
  –	
  
Comparison	
  to	
  Albright	
  et	
  al	
  	
  PoP	
  	
  2013	
  

Ref.	
  B.	
  J.	
  Albright,	
  Kim	
  Molvig,	
  C.-­‐K.	
  Huang,	
  A.	
  N.	
  Simakov,	
  E.	
  S.	
  Dodd,	
  N.	
  
M.	
  Hoffman,1	
  G.	
  Kagan,	
  and	
  P.	
  F.	
  Schmit,	
  Phys.	
  Plasmas	
  20,122705	
  (2013)	
  •	
  Our	
  slab	
  simula,ons	
  	
  

observe	
  a	
  kine,c	
  fusion	
  reac,vity	
  
reduc,on=	
  0.57	
  for	
  Kn=0.11	
  
(adjusted	
  for	
  the	
  volume-­‐averaged	
  
ion	
  densi,es	
  and	
  temperatures)	
  
compared	
  to	
  a	
  	
  reac,vity	
  	
  
reduc,on=0.62	
  for	
  Kn=0.12	
  in	
  the	
  	
  
slab	
  calcula,on	
  of	
  Albright	
  et	
  al.	
  
	
  	
  
•	
  Albright	
  et	
  al	
  use	
  a	
  linear	
  
collision	
  operator,	
  assume	
  pitch-­‐	
  
angle	
  sca`ering	
  is	
  dominant	
  in	
  	
  
the	
  tail,	
  and	
  hold	
  the	
  Maxwellian	
  
component	
  of	
  fion(v)	
  at	
  constant	
  
density	
  and	
  temperature	
  

X	
  Kn=0.11	
  

slab	
  

spherical	
  

X	
  Kn=0.0047	
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Knudsen	
  Layer	
  PIC	
  Simula/ons:	
  Observa/ons	
  and	
  Conclusions	
  

•  PIC	
  simula,ons	
  solve	
  fully	
  nonlinear	
  collisional	
  kine,c	
  equa,ons	
  with	
  explicit	
  source	
  	
  
and	
  absorbing	
  or	
  par,ally	
  absorbing	
  boundary	
  condi,ons	
  as	
  an	
  ini,al-­‐value	
  problem	
  

•  A	
  steady-­‐state	
  flow	
  is	
  achieved	
  for	
  	
  t	
  >	
  20-­‐25	
  ps	
  in	
  PIC	
  and	
  hydro	
  simula,ons	
  

•  Energy	
  from	
  the	
  injected	
  source	
  is	
  par,,oned	
  between	
  flow	
  energy	
  and	
  parallel	
  
temperature	
  resul,ng	
  in	
  Tz	
  <	
  Tsource	
  and	
  Tz	
  <	
  T⏊	
  	
  

•  Flows	
  increase	
  toward	
  z=L,	
  and	
  densi,es	
  and	
  temperatures	
  necessarily	
  decrease	
  to	
  
conserve	
  mass	
  and	
  energy	
  fluxes,	
  which	
  affect	
  fusion	
  rates	
  è	
  kine/cs	
  plays	
  a	
  role,	
  but	
  
this	
  is	
  not	
  a	
  KL	
  effect	
  due	
  to	
  modifica/ons	
  just	
  to	
  the	
  tail	
  of	
  f(vz,v⏊)	
  !	
  

•  There	
  is	
  qualita,ve	
  agreement	
  between	
  the	
  PIC	
  and	
  hydro	
  simula,ons	
  	
  	
  

•  KL	
  effects	
  on	
  f(vz)	
  high	
  energy	
  tail	
  are	
  present	
  in	
  the	
  PIC	
  simula,ons	
  but	
  do	
  not	
  have	
  
a	
  significant	
  effect	
  on	
  the	
  fusion	
  reac,on	
  rates	
  (~10%),	
  but	
  overall	
  cooling	
  and	
  
density	
  evolu,on	
  ma`er	
  

•  The	
  ICEPIC	
  simula,ons	
  are	
  solving	
  a	
  somewhat	
  different	
  physical	
  problem	
  than	
  in	
  
the	
  linearized	
  Molvig	
  et	
  al.	
  and	
  Albright	
  et	
  al.	
  calcula,ons.	
  

Journal	
  ar*cle:	
  Cohen,	
  Dimits,	
  Zimmerman,	
  Wilks,	
  Phys.	
  Plas.	
  21,	
  122701	
  (2014).	
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Suite	
  of	
  1D	
  PIC	
  Simula/ons	
  of	
  	
  
Knudsen	
  Layer	
  Effects	
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Suite	
  of	
  1D	
  PIC	
  Simula/ons	
  of	
  	
  
Knudsen	
  Layer	
  Effects	
  


